Theoretische Physik B - Formelsammlung
von Julian Merkert, Sommersemester 2005, Prof. Schin
Lagrange-Gleichungen 1. Art

1. Zwangsbedingungen (Anzahl: s) aufstellen: F,(7,t) =0 «a=1...s
z.B. Doppelpendel: I} =23 +yf +22 — 12 =0, Fo: (w2 —21)*+ (2 —11)? + (22 —21)2 =13 =0

S

2. Jeder Zwangsbedingung Fy, (7, t) = 0 entspricht eine Zwangskraft 2= >"" _| Ao (t)VF,(7, 1)

Zwangskrifte stehen 1 zur Bewegung

z.B. 21 = (3%1, %, 3%1) M@ +yi+2d 1)+ X (@2 —21)? + (Y2 —y1)* + (22 —21)* — 13] }
Zy = (5%, s 3%2) M@f oy + 28 = 1)+ X [(w2 —21) + (y2 —91)° + (22 — 21)* = B] }

3. Die Lagrange-Gleichungen 1. Art ergeben sich aus g = —VU (7, t) + Yo 1 Aa(t)VEL(F,t) + die Zwangsbedin-
gungen
M) 23 +yi+2—13=0aus I}
(1) (2w —21)?+ (Y2 —y1)? + (22 — 21)? = 13 =0 aus F,
(II1) mqdy = 2A121 + 2X0(xa — 21)(—1)
(IV) magh = 2 y1 + 2X2(y2 — v1)(—1)
(V) m1z1 = 2\21 + 2 a(22 — 21)(—1) — mag
(VI) mads = 2X(x2 — 1)
(VII) mafiz = 2A(y2 — y1)
)

(VIID) moZs = 2X\(22 — 21) — mag

4. Geeignete Koordinaten wihlen, so dass einige Zwangsbedingungen automatisch erfiillt sind
5. Bewegungsgleichungen (DGL) finden:

e Koordinaten einsetzen (evtl. vorher ableiten)
e Zwangskrifte \; eliminieren
e Fiir kleine Winkel approximieren: siné ~ 6, cosf ~ 1,6% ~ 0
6. DGL 16sen (durch Integrieren, Ansatz o.4.)
7. Die Zwangskrifte ergeben sich am Ende durch Auflésen der Lagrange-Gleichungen nach A
Lagrange-Gleichungen 2. Art
1. f verallgemeinerte Koordinaten ¢ = (g1, ...,qs) einfiithren, so dass die Zwangsbedingungen automatisch erfiillt
sind. (f: Anzahl der Freiheitsgrade = 3N — R, N Massenpunkte, R Zwangsbedingungen)
z.B. Pendel mit bewegter Authdngung: ¢= (6,z1), 1 = (21,0,0), 75 = (x1 + Isinf,0, —l cos 9)

2. Berechne kinetische Energie T = Zi:;l mn2  (fiir 7= (z,y) gilt: 2 =77 = 22 + ?)

z.B. T = %mlf% + %mgfg
3. Berechne potentielle Energie U

z.B. U = magzo = —moagl cos 6
4. Lagrange-Funktion L =T - U

5. Lagrange-Gleichungen 2. Art: dioa- — var =0

doL 0L _( dOL _ 9L _
zB. 5% — 90 =0 @an — ox =0

6. Gleichsetzen der Lagrange-Gleichungen 2. Art liefert Bewegungsgleichung.
Totale zeitliche Ableitung von vektorwertigen Variablen
d 0
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Kreuzprodukt
e X (fx2)=g@ 2)—2Z(&

o (Txy) F=(fx2) F=(ZxT) 7

Erhaltungsgrofsen
Energieerhaltung: Z Die grx — L = const oder: Lagrange-Funktion nicht explizit t-abhingig
Verallgemeinerter Impuls: p; = % k=1.f

Zyklische Koordinate gi: g kommt nicht explizit in der Lagrange-Funktion vor: g—qi = 0 = Impuls ist erhalten

Impulserhaltung: gTi unabhiingig von ¢, oder: L(7,7) = L(F + @, 7)
Drehimpulserhaltung: L invariant unter Drehung um x-Achse = L, erhalten oder: L = (Fxp)+(rxp)=0

Drehimpulserhaltung: U hingt hingt nur von |7] ab

Noether’sches Theorem: ), g—i% = const fir Transformation g (t) — gi(t, «), z.B. 7, — 7, + aé

Erweiterung: 5 L( (t,a),q(t,a),t) = & f(q,q,t) (rechte Seite: totale zeitliche Ableitung einer Funktion f)

Hamilton-Formalismus

1. Verallgemeinerten Impuls py = a—Lk nach ¢ auflosen

2. Hamilton-Funktion: H(q,p,t) = Zizlpk(jk (¢,p,t) — L(q, 4(q,p,t),t)

e In p; nicht 1. einsetzen, sondern stehen lassen.

e H ist am Schluss eine Funktion von q, p und t, ggf. noch vorhandene ¢, mit 1. eliminieren.

3. Hamilton’sche Gleichungen:

.o = _aHa(g;p,t)
. G = 2tar0
Y-
4. Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus pr = mdgy = ... (p, und p, rauswerfen, DGL aufstellen)

Poisson-Klammer
Betrachte A(q,p,t)

d 04 0u | DA Op) | 9A DA OH 9AOH\ 0A aA
2 A Ipe\ L 04 N~ (OAOH  OAOHN 04, 4
gt Zk: <3qk ot o ot ) T = (éaq,c opn O 8qk> T~ A HM

=3 (G 5~ o)
Rechenregeln:
o {A,B}=—{B,A}
o {A+B,C}={A,C}+{B,C}
o {AB,C} = A{B,C}+{A,C}B
o {A{B,C}}+{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0

Variationsrechnung
Funktional: Abblldung Funktion — Zahl: J = J[y f” dxF(y,y', )

zB. J=Jly fl ds = [7* dey/T+y'( Wegstrecke zwischen (z1,y(x1)), (z2, y(x2))

Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum von y = y(x) : % =0



OF(y,y'sx) _ d OF(y,y'yx) _ 0
dy dx oy’ -

Euler-Lagrange-Gleichung:
Wirkung: s[q] = fttlz dtL(q,q,t)
Hamilton’sches Prinzip: Bahnkurve ¢(t) ist die Bahn, fiir die die Wirkung extremal wird.

Euler’sche Winkel
Parametrisierung einer Drehung durch D(p, 8, ¥) = D?*(¢)D* (§)D* (¥), wobei

cosp —singp 0 1 0 0 cos¥ —sin¥ 0
D*(p)=| sing cosy O D"@)=| 0 cosf —sinf D' (W)= sin¥ cos¥ 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1
cospcos ¥ —sinpsin Weosf —cosesin¥ —singpcosWcosh  sinpsind
D(p,0,0) = | sinpcos® + cospsinPcosld —sinpsin¥ + cospcosPcosf —cospsinld
sin U sin 6 cos Usin 6 cos

Bewegungsgleichung fiir die Basisvektoren bei Drehung um 7 mit Winkelgeschwindigkeit O: & (¢) = Q(t) x &(t)
€i(t) = >4 Mk Dyi(t) mit Dy;(t) = Dyi(p(t),0(t), ¥(t)) euler’sche Winkel, aukerdem: 0= > €

= O =>,DsDjs Q=3 ,DjDjs Q=3 ,D;Dj

0y = @sinfsin U +fcos U, Qy = psinfcos U —Osin¥, Qg =V + Hcosl

Drehung um Achsen:

1 0 0 cosae 0 sina cosa —sina 0

D*(a)=1 0 cosa —sina DY(a) = 0 1 0 D*(a)=| sina cosa 0

0 sina cosa —sina 0 cosa 0 0 1
Triagheitstensor

Iy = Yo ma [0, = 0]
e [;; = 1;; = 6 unabhingige Komponenten
o [;; >0

e Mit Massendichte o(7) = 33 gilt: I;; = [, d®b - o(7) - [26;; — bib;]  (d®b = dV Volumenelement)

I = b(a)z b(oz)2 Too = b(a)2 b(a)2 Jaq = b(a)2 b(a)2
o =2 malby” +b37) Dp=3,ma(by” +b37) Iy=3,malby” +by" )
Steiner’scher Satz: I, = I;; + Mla@*5;j — a;a;] (@ Abstand)

z.B. Zylinder mit homogener Dichte p:

B 7 COS (P L
b= | rsinp |, d®b=rdrde dz (Zylinder-Koo.) , I} = g/

27 0
dz/ dga/ dr r(r?sin? ¢ + 2?)
. 0 0

1
2

Hauptachsentransformation
1. Eigenwerte des Trigheitsmoments I bestimmen
2. Eigenvektoren ausrechnen, normieren, orthogonalisieren (vgl. LA ONB bestimmen)
3. Die orthonormalen Eigenvektoren bilden die Spalten der Hauptachsentransformation D.

4. Es gilt: I’ = DTID hat Diagonalgestalt

Winkelgeschwindigkeit, Rotationsenergie, Drehimpuls
Winkelgeschwindigkeit O—-b=C0xb
arIg

Rotationsenergie: Tro; = 3



Transformationen:
e Vektor: / = DTG}
e Tensor: I’ = DTID
o Skalar: Tp,, = Trot
Drehimpuls: L=1IO
Drehmoment: N = %E

Euler’sche Kreiselgleichungen ) .
Ny = 1 + (I3 — 12)2:03 Ny = Qs + (11 — I3)2:1Q3 N3 = I3Q3 4 (I — ;)12

I, I, Is Haupttrigheitsmomente (= 111, Ia, I33 fiir I Diagonalmatrix)

Freie Rotation
Stabil fiir groftes oder kleinstes I;, instabil fiir mittleren Wert.

Gleichformige Rotation (Q = 0) ergibt folgende Kreiselgleichungen:
0=U3—13)200; 0= —I3)02 0= (-1
= 3 Losungen: 21 #0,Q0,=Q3=0, 20 #0,2,=0Q3=0,...
Um die Stabilitdt der Losung €1 # 0, Qs = 3 = 0 zu testen, kleine Abweichungen betrachten:
Q) =+ 60 (t) Q) =000((1)  Qs(t) = 0Q5(t)

Quadratisch kleine Terme streichen. ; = 0 = Bewegungsgleichungen durch Fallunterscheidung, so dass beide Seiten
0 werden.

Kriftefreier symmetrischer Kreisel
Rotationssymmetrie = [} = I # I3

Euler’sche Kreiselgleichungen: 1101 + (13 — 12)9293 =0 IQQQ + (Il — 13)9193 =0 IgQ3 =0

ngconsthz 11[_11393 = Ql—wQQZO QQ"‘WQ]:O = Ql +w2§21:0

Der schwere symmetrische Kreisel
Mit Steiner’schem Satz und Schwerpunktsvektor a gilt:

0 I +a®M 0 0 I 0 0
i= I' = 0 L+a®M 0 |=( 0 15 0
a 0 0 Is 0 0 I

Scheinkrifte (7(t) = R(t) + b(t)) )
Tragheitskraft der Translation: Ky = —mR (z.B. beschleunigtes Fahrzeug)

Tragheitskraft der Rotation: K’mt = -—mQxB (z.B. anfahrendes Karusell)
Zentrifugalkraft: I?Zf = —m x (Q x b)
Corioliskraft: Kcor = —2m( x 7) (auf Nordhalbkugel: Kraft nach rechts)

mi=K (duBere Krifte) + Ky + Kor + I?Zf + }?Cor



